7 Kordsed integraalid

7.1 Kahekordse integraali moiste

Olgu tokestatud piirkonnas D méédratud kahe muutuja funktsiooni f(z,y).
Jagame piirkonna D suvalisel viisil n osapiirkonnaks

Asy, Asg, ..., ASp, ..., As,,

kus Asy, 1 < k < n, tdhendab kontekstist soltuvalt k-ndat osapiirkonda voi
selle pindala.

Valime igas osapiirkonnas suvalise punkti Py (&g, 7x) € Asg ja moodusta-
me korrutised f(Py)Asg. Kui eeldada, et f(FP;) > 0, siis korrutis tdhendab
niisuguse piistprisma ruumala, mille pohjaks on Asy ja korgus f(Fy).

Summat

> F(P)Asy
k=1

nimetetakse kahe muutuja funktsiooni f(x,y) integraalsummaks piirkonnas
D. Geomeetriliselt vastab sellele prismade ruumalade summa.

Piirkonna As, diameetriks nimetatakse selle piirkonna punktide vahelist
suurimat kaugust

. —
diam As, = max |PQ)|.
P,QEASk

Jaotus osapiirkondadeks on suvaline. Igal osapiirkonnal on oma diamee-
ter. Neist suurimat téhistame siibmoliga A, st

A = max diam As;.
1<k<n

Definitsioon 1. Kui eksisteerib piirvéartus
li Po)A
;H%EEQJT ) A

ja see piirvaartus ei soltu sellest, kuidas on piirkond D jaotatud osapiirkon-
dadeks, ega sellest, kuidas on valitud punktid P, osapiirkondades, siis seda
piirvdartust nimetetakse kahe muutuja funktsiooni f(x,y) kahekordseks in-
tegraaliks iile piirkonna D ja tahistatakse

//f(x,y)d:z:dy.

Definitsiooni kohaselt

J[ sty =t S s (7.1)
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Kui f(z,y) > 0 piirkonnas D, siis kahekordne integraal tdhendab geo-
meetriliselt niisuguse koversilindri ruumala, mis alt on piiratud xy-tasandi
piirkonnaga D, iilalt funktsiooni z = f(x,y) graafikuks oleva pinnaga ja
kiiljelt silinderpinnaga, mille moodustaja on paralleelne z-teljega ja juhtjoo-
neks piirkonna D rajajoon.

7.2 Kahekordse integraali omadused

Omadus 1. Kahe funktsiooni summa kahekordne integraal on vordne nende
funktsioonide kahekordsete integraalide summaga

//[f(x7y)+g(x,y>]dxdy= // f(x,y)dxdy+//g(fv,y)dxdy-

Toestus. Definitsiooni kohaselt

//[f(rzf, y) + g(w.y)ldady = lim > [f(P) + g(Pi)|Asy

= lim [Z F(Po)As,+ > g(Po)Asy
h=1 h=1

A—0

A—0

k=1 k=1

Definitsiooni jargi on esimene piirvéaértus / / f(z,y)dzdy ja teine / / g(x,y)dzdy.
D

D
Omadus 2. Kui ¢ on konstant, siis

[ ctwizay=c [[ )z

st konstantse teguri saab tuua integraali mérgi alt vilja.

Toestus on sarnane omaduse 1 toestusega.

Omadus 3. Kahe funktsiooni vahe kahekordne integraal on vordne nende
funktsioonide kahekordsete integraalide vahega

//[f(x,y) — g(z,y)ldzdy = // f(fc,y)d:rdy—//g(:r,y)dxdy.

Omadus 3 jareldub omadustest 1 ja 2, sest

flx,y) =gz, y) = f(z,y) + (=1)g(x,y).

Omadus 4. Kui D = Dy U D, ning piirkonnad D; ja D5 ei oma iihiseid
sisepunkte, siis

[[ swwdsts = [[ t@sdy - [[ o)z
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Toestus. Kahekordse integraali definitsioonis ei soltu piirvéartus piirkon-
na D osapiirkondadeks jaotamise viisist. Seega voime esimeseks jaotusjoo-
neks valida piirkondade D; ja D, iihise rajajoone. Jaotades piirkonda D
edasi suvalisel viisil, tekivad piirkondade D, ja D5 suvalised jaotused osapiir-
kondadeks. Integraalsumma

> F(P)Asy
k=1

jaotame kaheks liidetavaks. Esimesse liidetavasse votame need korrutised,
mis sisaldavad piirkonna D; osapiirkondi, selle tdhistame

> f(P)Asy,
Dy

ja teise liidetavasse need korrutised, mis sisaldavad piirkonna Dy osapiirkondi,

selle tahistame
Z f(Pk)ASk
Do

Esimene summa on funktsiooni f(x,y) integraalsumma iile piirkonna D; ja
teine iile piirkonna D.

Kui A on piirkonna D koigi osapiirkondade suurim diameeter, siis sellest,
et A — 0 jéareldub, et ka piirkondade D; ja Dy osapiirkondade suurimad
diameetrid ldhenevad nullile ja omaduse véite saame, kui vorduse

> f(P)Asy =) f(P)Ase+ Y f(P)Asy

molemalt poolt leiame piirvéadrtuse piirprotsessis A — 0.

7.3 Kahekordse integraali arvutamine

Selles punktis eeldame, et integreerimispiirkond D on tokestatud ja kinnine.
Piirkonda D nimetatakse regulaarseks y-telje sihis, kui iga y-teljega paralleel-
ne sirge, mis ldbib piirkonna D sisepunkte, 16ikab piirkonna rajajoont kahes
punktis.

y-telje sihis regulaarne piirkond on kirjeldatav vorratustega a < z < b ja
p1(z) <y < pafz).

Olgu piirkonnas D méératud pidev funktsioon f(z,y). Integraali

b [ p2(x)
ID=/ /f(x,y)dy dx
a  \p1(z)



[ A
8]

Joonis 7.1. y-telje sihis regulaarne piirkond

nimetatakse funktsiooni f(z,y) kaksikintegraaliks ile piirkonna D. Kaksikin-
tegraali arvutamine seisneb kahe jérjestikuse médratud integraali arvutami-
ses. Esiteks arvutatakse nn seesmine integraal

Siin on integreerimismuutujaks y ja muutujat = vaadeldakse integreeerimisel
konstandina. Integreerimise tulemuseks on mingisugune muutuja = funkt-
sioon ®(x). Teiseks arvutatakse nn vdline integraal

b

/@(x)dx

a

ja tulemuseks on arv.
Tavaliselt kasutatakse kaksikintegraali esitamiseks kirjaviisi

b w2 (x)
o= [de [ty (7.2)
a e1(x)

Naiide 1. Arvutame kaksikintegraali

1 z?
ID:/dm/(x2+y)dy.
0 0

Integreerimispiirkond D on kirjeldatav vorratustega 0 < z < 1 ja 0 <
y < 22 ja on esitatud joonisel. Esiteks leiame seesmise integraali
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Joonis 7.2. Néidete 1 ja 2 integreerimispiirkond

- 2 1 1
2\ |* T 3x
q)(x):/(x2+y)dy:(x2y+y—) =at+ ===
2/, 2 2
0
ja seejérel vilise integraali
[ 324 3250 3
x x
D / 2 T2, 10

Piirkonda D nimetatakse regulaarseks x-telje sihis, kui iga z-teljega pa-
ralleelne sirge, mis ldbib piirkonna D sisepunkte, loikab piirkonna rajajoont
kahes punktis.

Joonis 7.3. x-telje sihis regulaarne piirkond

x-telje sihis regulaarne piirkond on kirjeldatav vorratustega ¢ <y < d ja

1 (y) < x < ho(y).



Kaksikintegraal iile z-telje sihis regularse piirkonna defineeritakse

d [ v2(y)
ID=/ /f(w,y)dx dy.
¢ \1(y)

Ka selle kaksikintegraali arvutamine seisneb kahe jérjestikuse masratud
integraali arvutamises. Esiteks arvutatakse seesmine integraal

¥2(y)
U(y) = / f(x,y)dz
¥1(y)

ja seejdrel viline integraal

d

Io = [ W)y

[

Viimase kaksikintegraali esitamiseks kasutatakse kirjaviisi

d ¥2(y)
Igz/dy / f(x,y)dz. (7.3)
c ¥1(y)

Kaksikintegraalis (7.2) on y seesmiseks muutujaks ja x viliseks muutu-
jaks, kaksikintegraalis (7.3) on olukord vastupidine. Uleminekut iihe integree-
rimisjérjekorralt teisele nimetatakse integreerimisjéarjekorra muutmiseks ehk
vahetamiseks.

Naide 2. Vahetame integreerimisjérjekorra kaksikintegraalis

Ip = jdxjf(x,y)dy.
0 0

Integreerimispiirkond on joonisel 7.2. Antud kaksikintegraalis on seesmi-
seks muutujaks y ja véliseks x. Pérast integreerimisjirjekorra vahetamist
peab viliseks muutujaks olema y, mis jadb konstantide vahele, muutuja x
rajad voivad soltuda muutujast y. Jooniselt on néha, et 0 < y < 1. Paraboo-
li y = 2% vorrandist avaldame z = +,/y. Antud piirkonda piirab parabooli
parem haru, kus z = ,/y, seega x muutub piirkonnas D 16igul \/y <z < 1.
Jarelikult saame pérast integreerimisjirjekorra vahetamist kaksikintegraali

1 1

Ip =/dy/f(x,y)dlﬂ
VY

0
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Naiide 3. Vahetame integreerimisjérjekorra kaksikintegraalis

D= /3dy 6/_yf($,y)df€- (7.4)

Integreerimispiirkond on méératud vorratustega 0 < y < 3jay <z <
6 — y. Kanname joonisele sirged y =0, y =3, r =y jaxr =6 —y.

2Y

Joonis 7.4. Niite 3 integreerimispiirkond

[lmselt integreerimispiirkonnas 0 < x <6 ja 0 <y < p(z), kus

(z) = r, kui0<z <3
PU=Y 6—a, kuis3<z<6

Parast integreerimisjérjekorra vahetamist

w(x)
ID—/dx/fxy

Maaratud integraali 16igul aditiivsuse omaduse tottu

3

Ip = /d:c
0

= /dm/f(x,y)dy-l—/diﬂ/f($ay)dy

Piirkonna D jaotamisel sirgega x = 3 saame kaks regulaarset piirkonda D,
ja Dy. Néite 3 tulemust saame tolgendada kahel viisil. Esiteks, selleks et
muuta integreerimise jirjekorda kaksikintegraalis (7.4), tuleb see piirkond
sirgega © = 3 jaotada kaheks piirkonnaks D; ja D, ja molema piirkonna jaoks

f y)dy

S
o\@
B
O\’Q

6
f:cydy—i—/dx
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madrata eraldi rajad. Teiseks, kui jaotada piirkond D y-teljega paralleelse
sirgega kaheks piirkonnaks D; ja Do, nii et D = Dy | Do, siis

Ip =1Ip, + Ip,.

Viimane véide jaab ilmselt kehtima ka siis, kui jaotada piirkond y-teljega
parelleelsete sirgetega kolmeks voi enam osapiirkonnaks, ja ka siis, kui jaota-
da piirkond osapiirkondadeks z-teljega paralleelsete sirgete abil. Siit saame
kaksikintegraali esimese omaduse.

Omadus 1. Kui regulaarne piirkond D jaotada telgedega paralleelsete
sirgetega n osapiirkonnaks:

D=0, D J ... [JDn,
Ip=>Y Ip,.
k=1

Vaatleme veel kahte kaksikintegraali omadust. Olgu piirkond D kirjelda-
tav vorratustega a < x < b ja ¢1(x) <y < o).

Omadus 2. Kui m on funktsiooni f(x,y) vihim véértus ja M suurim
vadrtus regulaarses piirkonnas D ja Sp on piirkonna D pindala, siis

Ssiis

Toestus. Eelduse jirgi iga (z,y) € D korral
m < f(z,y) < M.

Maéaratud integraali omaduse tottu

w2(x) w2(x) p2(x)
/mdyé /f(fv,y)dyﬁ / Mdy,
w1(x) w1(x) »1(x)
millest
ooy P2 p2(2)
my < /f(fv,y)dySMy
1(x) @1(x)
w1(x)
ehk
2 (x)
mlipa(x) — o1()] < / f(,9)dy < Mlpa(a) — o ().
w1(x)

Kasutades veel kord sama médratud integraali omadust, saame

m/b[%@) — p1(z))dz < /bdfv 7$)f($ay)dy < M/b[s@(x) — ¢1(z)]dx
a a () a
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ja omadus jareldus sellest, et

b

Sp = / (pala) — r ()]

a

Omadus 3. Kui funktsioon f(z,y) on pidev regulaarses piirkonnas D,
siis eksisteerib selline P(£,n) € D, et

Toestus. Tokestatud kinnises piirkonnas pidev funktsioon f(x,y) omab vihimat
ja suurimat vaartust m ja M selles piirkonnas. Seega kehtib omaduse 2 véide.
Jagades vorratused (7.5) piirkonna D pindalaga, saame

1
< —1Ip < M.
m_SDD_

Piirkonnas pidev funktsioon omab koiki véddrtusi vahima ja suurima vahel,

1
sh ka vaartust S—I p- Seega, eksisteerib punkt P(&,n) € D, milles f(§,n) =
D

S—I p. Korrutades viimase vorduse uuesti piirkonna D pindalaga Sp, saame
D

(7.6).
Teoreem. Kui funktsioon f(x,y) on pidev regulaarses piirkonnas D, siis

/ / Fa,y)dady = Tn. (7.7)

Toestus. Kui piirkond D jagada koordinaattelgedega paralleelsete sirgetega
n osapiirkonnaks Dy, D, ..., D,, siis omaduse 1 pohjal

Ip=>Y I,
k=1

Omaduse 3 pohjal leidub igas osapiirkonnas Dy, selline punkt Py (&g, %) € Dk,
et

Ip =Y f(&.m)Sp,.
k=1

Téhistagu A osapiirkondade Dy (k =1, 2, ..., n) suurimat diametrit. Leia-
me viimase vorduse moélemalt poolt piirvaéartus piirprotsessis A — 0. Vasakul
pool on arvuline konstant, mille piirvdartus vordub selle konstandi endaga,
paremal pool on aga funktsiooni f(z,y) integraalsumma iile piirkonna D,
mille piirvaértus on funktsiooni f(x,y) kahekordne integraal iile piirkonna
D.

Seega on selgunud et punkti alguses defineeritud kaksikintegraal on va-
hend kahekordse integraali arvutamiseks. Edaspidi loobume terminist kaksi-
kintegraal ja kasutame ainult terminit kahekordse integraali arvutusvalem.

9



Kui piirkond D on regulaarne y-telje sihis, siis arvutatakse kahekordne in-
tegraal valemi

[z, y)dzdy = bdlrW2@0f(x,y)dy- (7.8)
[Jreon=fo |

abil. Kui D on regulaarne z-telje sihis, arvutatakse kahekordne integraal
valemi

// f(z,y)dzdy = /ddy 7y)f(x,y)dx. (7.9)
D ¢ Ui(y)

abil.
Naiide 4. Arvutame kahekordse integraali / / (x + y)dzdy, kui piirkond
D

D on piiratud sirgega = + y = 2 ja parabooliga y = z2.
Piirkonna joonise tegemiseks leiame parabooli ja sirge loikepunktide abst-
sissid vorrandisiisteemist
y=a’
{ rTH+y=2

Asendades teisest vorrandist y = 2— x esimesse, saame 2% +x —2 = 0, millest
r1=—2jaxy=1.

Ay

)
Us o

Joonis 7.5. Néite 4 integreerimispiirkond

Joonise abil médrame integreerimispiirkonna D rajad —2 < z < 1 ja
2? <y < 2 — x. Arvutusvalemist (7.8)

//(x + y)dxdy = /1dx 2/x(x + y)dy.

x2
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Arvutame seesmise integraali

2—x

yg 2—x
/(m—l—y)dy: (my—l——)
2 2
IQ
9 _ )2 4 2 4
= x(2—:v)+%—x3—%:2—%—x3—%

ja seejérel vilise integraali

1
x? x? R
PR B I Y (S
/( o " 2)‘1'” (3”6 410)

1 1 1 4 16
— 9 - =g 422 g0,
( +3 +5> ,

—2

7.4 Muutuja vahetus kahekordses integraalis

Alustame kahekordse integraali arvutamise néitest.
Naiide 1. Arvutame kahekordse integraali

//(2:6‘ — 3y — 4)2dxdy,
D

kui D on sirgetega x +y = -1, 2 +y = 3, 3y — 22 = 6 ja 20 — 3y = 12
piiratud piirkond.

Paneme téhele, et kaks esimest sirget on paralleelsed ning kolmas ja neljas

9 4
sirge on paralleelsed. Esimese ja kolmanda sirge 16ikepunkt on A <_5; 5)’
. . . . . 9 14
esimese ja neljanda sirge 16ikepunkt B 5; —=
21

6 3 12
loikepunkt C (?’ —g> ning teise ja kolmanda sirge 16ikepunkt D (5, E) .

, teise ja neljanda sirge

Selleks, et arvutada kahekordset integraali valemi (7.8) abil, peab piir-
konna punktidest D ja B tommatud vertikaalsete sirgetega kolmeks jaotama,
arvutama antud kahekordse integraali iile kolme piirkonna eraldi ning tule-
mused liitma. See on seotud kiillalt mahuka tehnilise t66ga, mida on voimalik
viltida, kasutades integreerimiseks muutuja vahetust.

Kahekordses integraalis minnakse muutujatelt x ja y muutujatele u ja v

seoste
x = ¢(u,v)
{ y = w(% v) (7.10)

abil. Eeldame, et kahe muutuja funktsioonid x = ¢(u,v), y = ¥(u,v) on
vaadeldavas uv-tasandi piirkonnas iihesed, pidevad ning omavad pidevaid
osatuletisi moélema muutuja jargi. Lisaks eeldame, et vorrandisiisteem (7.15)
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Joonis 7.6. Niite integreerimispiirkond

on iiheselt lahenduv muutujate u ja v suhtes. Sellisel juhul vastab igale zy-
tasandi punktile piirkonnas D parajasti iiks uv-tasandi punkt piirkonnas D’
ja vastupidi. Jaotame wv-tasandi piirkonna D’ koordinaattelgedega paral-
leelsete sirgetega osapiirkondadeks ja vaatleme osapiirkonda As’ Piirkonna

g
/—\\
/ Q4 Qs I\, b= o+ Av
(] fa] |
\ @1 Q2 / e
P
>'U/
YT = u+ A
Joonis 7.7. Piirkond D’
As’' pindala on As’ = AuAwv. Kui v on konstantne, siis vorrandid (7.15)

on mingisuguse joone parameetrilisteks vorranditeks parameetirga v ja kui
v on konstantne, siis on vorrandid (7.15) samuti mingisuguse joone para-
meetrilisteks vorranditeks parameetirga u. Seega vastab sirgetele u = const,
u+ Au = const, v = const ja v + Av = const jooned zy-tasandil. Seejuures
punktile @1 (u,v) vastab punkt P;(¢(u,v), ¥ (u,v)), punktile Q2(u + Au,v)
punkt Py(¢(u + Au,v),¥(u + Au,v)), punktile Q3(u + Au,v + Av) punkt
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Py(p(u + Au,v + Av), Y(u + Au, v + Av)) ja punktile Q4(u, v + Av) punkt
Py(p(u,v + Av),¥(u,v + Av)) Osapiirkonda As véime ldhendada vektori-

Joonis 7.8. Piirkond D

tele PP, ja PPy moodustatud roopkiilikuga. Kahele vektorile ehitatatud

roopkiiliku pindala vordub nende vektorite koordinaatidest moodustatud de-

terminandi absoluutvaartusega. Et PPy = (o(u + Au,v) — p(u,v),¥(u +
—

Au,v) — (u,v) ja PPy = (o(u,v + Av) — o(u,v), ¥ (u,v + Av — (u,v)),

siis

SO(U + AU, U) - QO(U, U) 1/J(u + AU, U) - w(uw 'U)

B9 =1 o (uyw+ Av) — pluv) Bl w+ Av— ) |

Tehtud eeldustel on funktsioonide x = ¢(u,v) ja y = ¥(u,v) tdismuutude
avaldisteks

0 0
Ax = —xAu + —xAv + e1Au + e9Av
ou ov
ning
0 0
Ay = Y au+ P Av+ eshu + 400,
ou ov
kus g1, €9, €5 ja €4 on l6pmatult kahanevad suurused piirprotsessis (Au, Av) —
(0;0).

Pindala As arvutamiseks moodustatud determinandi esimeses reas on
funktsioonide x ja y osamuudud w jargi ja teises reas osamuudud v jargi, st
tdismuutude avaldises on esimesel juhul Av = 0 ja teisel juhul Au = 0. Seega

o(u+ Au,v) — (u,v) = %Au + e1Au,

Y(u+ Au,v) — P(u,v) = ?Au + e5Au,
u

0
o(u, v+ Av) — p(u,v) = 8—iAv + g2 Av
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ja
dy
Y(u, v+ Av) —P(u,v) = 8_AU + e4Av.
v
Ignoreerides Au ja Av suhtes korgemat jarku lopmatult kahanevaid suurusi
e1Au, e3Au, 5 Av ja 4Av saame pindala As arvutamiseks ligikaudse valemi

Ox dy dxr Oy

As = | | = | |AuAwv. (7.11)
or dy or 0Oy
%AU %AU % %

Vorduses (7.11) esinevat funktsionaaldeterminanti nimetatakse Jacobi deter-
minandiks ehk jakobiaaniks ja téhistatakse

or 0y
ou Ou

J = (7.12)
or 0y
ov Ov

Oleme saanud piirkondade D ja D’ osapiirkondade pindalade vahel ligikaudse

vorduse
As ~ |J|As’, (7.13)

mis on seda tdpsem, mida viiksemad on Au ja Av (aga siis pidevuse tottu ka
Az ja Ay). Kahekordne integraal on defineeritud integraalsumma piirvaértusena
osapiirkondade suurima diameetri A ldhenemisel 0-le, st (jéttes indeksid kir-

jutamata)
//f(fv,y)dfcdy = yg(l)Zf(f,n)AS
D

kus P(&,n) on osapiirkonnast As vabalt valitud punkt. Olgu (@, v) piirkonna
As’ punkt, mis vastab punktile P(£,n) € As. Siis piirkondade pindalade
vahelise seose (7.13) tottu

D FEmAs =) flel W(@,v))|J|AS, (7.14)

kus viimane summa on voetud iile koigi piirkonna D’ osapiirkondade As’.
Kui )\ tahistab piirkonna D’ osapiirkondade suurimat diameetrit, siis

/\I}Ln(]Zf P(u,v))|J|As —//f u,v), ¥ (u,v))|J|dudv.

Kui M — 0, siis funktsioonide x = ¢(u,v) ja y = 1 (u,v) pidevuse tdttu
ka A — 0. Vottes vordusest (7.14) molemalt poolt piirvadrtuse piirprotsessis
A — 0, saame muutja vahetuse valemi kahekordses integraalis

// flz,y)dzdy = // fle(u,v),¥(u,v))|J|dudv. (7.15)
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Poordume tagasi punkti alguses tooodud néite juurde ja teeme kahekordses
integraalis muutuja vahetuse

u=r+y
{ v=2r—3y (7.16)

Sellises juhul xy-tasandi roopkiilik teiseneb wwv-tasandi ristkiilikuks, mis on
méadratud tingimustega —1 < u < 3 ja —6 < v < 12. Integreeritav funkt-
sioon (2z — 3y — 4)* = (v — 4)%. Jakobiaani (7.12) arvutamiseks avaldame
vorrandisiisteemist (7.16) muutujad z ja y

3 N 1
T=gut v
2 1
=—u——v
Y755
ja leiame osatuletised
dr 3 0Oy 2
ou 5 Ou 5
dr 1 0Oy 1
v 5 v 5
Seega
3 2
S 3 2 1
J = =— - =—c
L1l B B 5
5 5
ja muutja vahetuse valemi abil (7.15) leiame
312 .
1 1
//(2x — 3y — 4)*dxdy = //(U - 4)25dudv = g/du/(v —4)*dv = 4035
D D’ 1 e

7.5 Kahekordne integraal polaarkoordinaatides

Kui ristkoordinaadistik on asetatud polaarkoordinaadistiku suhtes tavalisel
viisil, st x-telg {ihtib polaarteljega ja y-telg labib poolust, siis iileminek rist-
koordinaatidelt polaarkoordinaatidele toimub seoste

T = pCoSp (7.17)
y = osing '

abil, kus ¢ tahistab polaarnurka ja p polaarraadiust.

Konstantsetele polaarnurkadele polaarkoordinaatides vastavad koordinaa-
tide alguspunktist ldhtuvad sirged ristkoordinaadistikus ja konstantsetele po-
laarraadiustele vastavad ringjooned keskpunktiga koordinaatide alguses. See-
ga on muutuja vahetust (7.17) eelkdige sobiv kasutada juhul, kui integreeri-
mispiirkonnaks ristkoordinadistikus on ring v6i mingi ringi osa.
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Muutuja vahetuse valemi (7.15) kasutamiseks leiame f(z,y) = f(ocos ¢, gsin ¢)
ja jakobiaani

oz Oy :
J— |90 9p|_|T0SIng ocosy ~
g—z g—g COoS sin ¢

ja arvestades sellega, et ¢ kui polaarraadius on mittenegatiivne |J| = p.

Téahistame zy-tasandi piirkonnale D vastava piirkonna pp-tasandil stimboliga
A. Siis muutja vahetuse valemist (7.15) saame iileminekul ristkoordinaatidest
polaarkoordinaatidesse valemi

é / f(z,y)dady = { / f(ocos p, psin @) odpdo. (7.18)

Naiide 1. Teisendame polaarkoordinaatidesse kahekordse integraali

[[ stz

kui integreerimispiirkonnaks D on ring 2% + 2 < 4y.

Piirkond D on piiratud ringjoonega x? + y* = 4y, mille teisendamisel
saame 22 +y? — 4y = 0, st 2% + y* — 4y +4 = 4 ehk 2% + (y — 2)? = 4. Seega
ringjoone keskpunktiks on (0;2) ja raadiuseks 2.

Ay

Joonis 7.9. Ring 22 + 32 < 4y

x-telg on ringjoone puutujaks, seega polaarnurk muutub 0 < ¢ < 7. Po-
laarraadius algab iga nurga korral 0-st. Suurim kaugus on ringjoonel ja seega
soltub polaarnurgast. Soltuvuse kindlakstegemiseks asendame iilemineku va-
lemitest (7.17) = ja y ringjoone vorrandisse o? cos? ¢ + o%sin® ¢ = 4psin g,
millest
0 = 4sin p.
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Valemi (7.18) pohjal kirjutame
// f(x,y)dxdyz/ f(ocos g, psin @) odpdo,
D A

kus integreerimispiirkond A rahuldab tingimusi 0 < ¢ < 7ja 0 < o < 45sin .
Kahekordse integraali arvutusvalemi jargi

™ 4sin @

f(x,y)dvdy = [ dp f(ocos p, psinp)odo.
J [+]

0

Naiide 2. Arvutame polaarkoordinaatide abil kahekordse integraali

// dxdy
2 +y2+ 1

kui integreerimispiirkond D on piiratud joontega y = 0 ja y = v/1 — z2.
Et 22 + 192 4+ 1 = 0%cos’ ¢ + o*sin? ¢ + 1 = o + 1, siis

// dxdy //ngodg
24+ +1 02 +1
D

Piirkond D on piiratud z-teljega ja ringjoone 22 4 y? = 1 iilemise poolega.

2y

Joonis 7.10. Poolring, mis on piiratud x-teljega ja poolringjoonega

y=vI— 2

Piirkonnale D vastav piirkond polaarkoordinaadistikus A on méaaratud
vorratustega 0 < ¢ < mja 0 < p <1, seega

™ 1
//ded&):/d / edo
@ +1 7] EsT
A 0 0
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Leiame seesmise integraali

1 1

/ odo _E/M:hn(ng)

2+1 2 02 +1 2
0

1

1
=—-In2
2

0
0

ja vilise integraali

m ™

1 1 U
/§1n2dap—§ln2/d¢—§ln2.

0 0

7.6 Pindalade ja ruumalade arvutamine kahekordse in-
tegraali abil

Kahekordse integraali defineerimisel veendusime, et kui funktsioon f(z,y) >
0 piirkonnas D, siis geomeetriliselt tdhendab kahekordne integraal

[[ st vydody

niisuguse koversilindri ruumala, mis alt on piiratud zy-tasandi piirkonnaga
D, iilalt funktsiooni z = f(z,y) graafikuks oleva pinnaga ja kiiljelt silinder-
pinnaga, mille moodustaja on paralleelne z-teljega ja juhtjooneks piirkonna
D rajajoon.

Eeldame, et piirkonnas D on tédidetud tingimus f(z,y) > g(x,y). Kahe-
kordse integraali omaduse tottu

//[f(w,y) — g(z,y)ldzdy = // f(x,y)dxdy—//g(:r,y)dxdy.

Molemad kahekordsed integraalid tdhendavad geomeetriliselt koversilindri
ruumalasid, esimene neist on pealt piiratud funktsiooni z = f(z,y) graafi-
kuga ja teine funktsiooni z = g(x,y) graafikuga. Seega nende vahe tdhendab
niisuguse koversilindri ruumala, mis pealt on piiratud funktsiooni z = f(x,y)
graafikuga, alt funktsiooni z = g(z,y) graafikuga ja kiiljelt silinderpinnaga,
mille moodustaja on paralleelne z-teljega ning juhtjooneks piirkonna D ra-
jajoon. Joonisel 7.11 oleva koversilindri ruumala arvutatakse valemist

V = é/[f(x,y) — g(z,y)|dxdy. (7.19)

Naiide 1. Arvutame tasanditega © =0,y =0,z =0jazrz+y+2 =1
piiratud piirkonna ruumala.
Antud tasanditega piiratud piirkonnaks on joonisel 7.12 esitatud piiramiid.
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~—"

z=g(z.y) |
oy

»

Joonis 7.11. Koversilinder

Antud piirkonda piirab iilalt tasapind z = 1 — x — y ja alt xy-tasand
z = 0. Valemis (7.19) f(z,y) =1 —x —y ja g(x,y) = 0. Piiramiidi ruumala

on valemi jargi
V://(l—x—y)dmdy.
D

Piirkond D on méératud tingimustega 0 <z <1ja0 <y <1 — z, seega

1 1—x
V:/d$/(1—x—y)dy.
0 0

Arvutame koigepealt seesmise integraali

1—x 1—x
(1-z—y)?

/(1—x—y)dy = — /(1—I—y)d(1—x—y) =

0

ja seejarel vilise integraali

V:/l(l—x)Zd];:_/l(1—$)2d(1_x):_(1—x)3 roy

0 6.

2 2 6

Kui koversilindri korgus f(x,y) = 1 igas piirkonna D punktis, siis selle
ruumala V' = Sp - 1, kus Sp tdhistab pohja pindala. Asendades funktsiooni
f(x,y) = 1 ruumala arvutamise valemisse

V= [[ fadedy,
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Joonis 7.12. Niite 1 piirkond

saame tasandilise piirkonna D pindala arvutamiseks valemi

Sp = / / dady. (7.20)

Néide 2. Arvutame lemniskaadiga (z° + y%)? = a?(2? — y?) piiratud

kujundi pindala.

Ay

Joonis 7.13. Lemniskaat

Teisendades lemniskaadi vorrandi polaarkoordinaatidesse, saame o = a+/cos 2¢p.
o

T T . T T _. 37T
Seega ) <2p < 5 millest 7 <p<—vol — < p< —.
Lemniskaat on siimmeetriline nii z- kui ka y-telje suhtes. Arvutame lem-
niskaadiga piiratud kujundi koordinaattasandi esimesse veerandisse jaéva osa
pindala ja korrutame 4-ga. Valemis (7.20) on integreerimispiirkonnaks vee-
rand lemniskaadiga piiratud piirkonnast. Teisendades integraali polaarkoor-
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dinaatidesse, saame

Sz4//dxdy:4//gdcpdg.
D A

Integreerimispiirkond A on polaarkoordinaatides médratud tingimustega 0 <
™
p < 1 ja 0 < p < av/cos2p, jarelikult

I a/cos2¢
S = 4/dg0 / odp.
0 0

Seesmise integraali arvutamisel saame

a~/cos 2¢

2
Y

do = —
/QQ 2

a+/cos 2¢p CL2
=3 cos 2¢

ja
2

cos 2pd(2¢) = a’sin2¢| = a’.
0

o\
]
INE]

za2
5’24/70032@1@:&2
0

7.7 Kolmekordse integraali moiste ja omadused

Olgu ruumilises piirkonnas V' méiratud kolme muutuja funktsioon f(z,y, 2).
Jaotame piirkonna V' suvalise viisil n osapiirkonnaks

Avy, Avg, ..., Avg, ..., Av,,

kusjuures kontekstist soltuvalt Awv, tdhistab nii k-ndat osapiirkonda kui ka
selle ruumala.

Valime igast osapiirkonnast suvalise punkti Py (&, mk, () € Avy ja moo-
dustame korrutised f(Py)Awy. Koikide korrutiste summerimisel saame sum-
ma

> (P Ay, (7.21)
k=0
mida nimetatakse funktsiooni f(x,y, z) integraalsummaks iile piirkonna V.
Olgu

. A
diam Avy = max |PQ)|
P,QeAvy

piirkonna Awvj, diameeter ja tdhistagu A piirkondade diameetritest suurimat,
st

A = max diam Auvy,.
0<k<n
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Definitsioon. Kui eksisteerib piirvasrtus
li P)A
Ali%kz_;f (Fr) Avy

ja see piirvaartus ei soltu sellest, kuidas on piirkond V' jaotatud osapiirkon-
dadeks, ega sellest, kuidas on valitud punktid P, osapiirkondades, siis seda
piirvédrtust nimetatakse funktsiooni f(z,y, z) kolmekordseks integraaliks iile
piirkonna V' ja tdhistatakse

/// F(z,y, 2)dzdydz.

Seega definitsiooni kohaselt

/// f(z,y, 2)dxdydz = }\ILI(IJ i f(Pr)Avy. (7.22)
\% k=0

Kolmekordse integraali omadused on sarnased kahekordse integraali vas-
tavate omadustega.
Omadus 1.

/ / / [f(z,y, 2)xg(x,y, 2)|dedydz = / / / fx,y, 2)dedydz+ / / / g(z,y, 2)dzdydz.

Omadus 2. Kui ¢ on konstant, siis

/// cf (z,y, z)drdydz = C///f(m,y,z)dxdydz7

st konstantse teguri saab tuua kolmekordse integraali méargi alt vélja (viia
kolmekordse integraali mérgi alla).

Omadus 3. Kui V = V;JV; ja piirkonnad Vi ja V; ei oma iihiseid
sisepunkte, siis

/V// flz,y, z)dxdydz = /V//f(zn,y,z)d:vdydz + /V[/f(x,y,z)dxdydz.

Kui eeldada, et piirkonnas V on f(x,y, 2) > 0, siis voime seda funktsiooni
tolgendada aine tihedusena punktis (z,y, z). Siis ithe punkti P fikseerimine
osapiirkonnas Avy tdhendab seda, et kogu osapiirkonnas on aine tihedus loe-
tud konstantseks, st selliseks, mis on aine tihedus selles viljavalitud punktis.
Sellisel juhul korrutis f(Pg)Awv on tihedus korda osapiirkonna ruumala ehk
ligikaudu osapiirkonna mass. Ligikaudu sellepérast, et osapiirkonnas muutuv
tihedus on loetud konstantseks.
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Integraalsumma tédhendab sellisel juhul ligikaudu kogu piirkonna V' mas-
si. Piirprotsess A — 0 tdhendab seda, et koikide osapiirkondade diameetrid
kahanevad. Jarelikult hakkab aine tihedus iihes suvaliselt véljavalitud punk-
tis iiha tédpsemalt iseloomustama tihedust kogu osapiirkonnas. Kokku vottes,
tolgendades integreeritavat funktsiooni f(x,y, z) aine tihedusena, tdhendab
kolmekordne integraal piirkonna V' massi.

Kui piirkond V' on tiidetud ainega, mille tihedus igas punktis f(z,y, z) =
1, siis piirkonna V' mass ja ruumala on arvuliselt vordsed, seega piirkonna V'
ruumala on arvutatav kolmekordse integraali

V= / / / dadydz (7.23)

abil. Naidet selle valemi kasutamise kohta vaatleme allpool.

7.8 Kolmekordse integraali arvutamine

Ruumilist piirkonda V' nimetatakse regulaarseks, kui on téaidetud jargmised
tingimused.

1. Iga z-teljega paralleelne sirge, mis ldbib piirkonna sisepunkte, 16ikab
piirkonna rajapinda kahes punktis.

2. Piirkonna projektsioon xy-tasandil on regulaarne tasandiline piirkond.

3. Kui piirkonda 16igata mingi koordinaattasandiga paralleelse tasandiga,
siis 16ike tagajérjel tekkinud osad on omadustega 1. ja 2.

Regulaarne piirkond V' on kirjeldatav tingimustega a < z < b, ¢1(x) <
y < po(x) jai(x,y) < z < ho(x,y). Sellisel juhul on kolmekordne integraal
arvutatav valemist

w2 (x

/// f(z,y, z)dxdydz = /bdx /)dy w77y)f(x,y,z)dz (7.24)
v

a »1(x) ¥1(z,y)

Kui kahekordse integraali korral on véimalik kasutada kaht erinevat in-
tegreerimisjarjekorda, siis kolmekordse integraali korral on erinevaid integ-
reerimisjarjekordi 6 ja peale valemi (7.24) on voimalik kasutada veel viit
arvutusvalemit.

Valemi (7.24) kasutamisel arvutatakse jérjest kolm méaaratud integraali.
Koigepealt seesmine integraal muutuja z jargi (siis x ja y loetakse integree-
rimisel konstantideks)

¢2(ﬂfvy)
V(x,y) = / [z, y, 2)dz,
’Lﬁl(x,y)
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seejérel integreeritakse muutuja y jérgi ja leitakse
w2()
o) = [ vy
e1(w)
ning lopuks integreeritakse muutuja x jargi
b

/ O(z)dz.

a

Naiide. Arvutame kolmekordse integraali

/// xyzdrdydz,
1%

kui piirkond V' on piiratud tasanditega x =0,y =0, z=0jax+y+ 2z = 1.
Integreerimispiirkond on joonisel 7.12. Joonise abil médrame rajad kolme-
kordse integraali arvutamiseks: 0 < <1,0<y<1l—-zjal0<z<1—x—y.

Seega
1 1—x l—z—y
/// ryzdrdydz = /dx / dy / ryzdz.
v 0 0 0

Arvutame seesmise integraali

l—z—y

52
/ ryzdz = xyE

0

l-—z—y 2
l—x—y
WIEELS

0

seejérel integreerime y jargi

2
x 2y v
:5{(1—1«)3— (1—x)§+ﬂ 0
@ {(1 —a)t 20 -2t (1- x)j _z(l- x)?
2| 2 3 1 24
ja lopuks
1 ) 1 A
ﬂ/x(l—x) dac:—ﬂ (—2)(1 — z)%dz
1 / 4 1 / 5 4
_ —ﬂ/(l—m—l)(l—x)da::ﬂ (1= 2) — (1 - 2)4d(1 — 2)
1 f[1-2)% (1-2°])" 1,1 1, 1
-—ﬂ{ 6 5]0—ﬂ“55*ﬁﬁ




7.9 Muutuja vahetus kolmekordses integraalis

Seame eesmargiks teisendada kolmekordne integraal

/ / / f(x,y, 2)dadydz

iile piirkonna V' xyz-koordinaadistikus kolmekordseks integraaliks iile piir-
konna V'’ uvw-koordinaadistikus teisenduste

x = @(u,v,w)

y = (u,v,w) (7.25)
z = x(u,v,w)

abil. Eeldame, et kolme muutuja u, v ja w funktsioonid x, y ja z on iihesed
ja vorrandisiisteem (7.25) on iiheselt lahenduv muutujate u, v ja w suhtes.
Siis vastab igale piirkonna V' punktile iiks punkt piirkonnast V' ja vastupidi.
Lisaks eeldame funktsioonide (7.25) kohta, et need on pidevad ja neil on
pidevad osatuletised koigi kolme muutuja jargi piirkonnas V.

Muutuja vahetuse jakobiaan on kolmandat jarku determinant

T
T

N
<

J:

V4
V4

(7.26)

E\S\:~
0
g~~~

Xz

g~
<

ja kolmekordne integraal iile piirkonna V" teisendatakse kolmekordseks integ-
raaliks tile piirkonna V' valemi

/// f(z,y, z)dxdydz = ///f(90<u’“vw)7¢(u7vaw),x(u,U,w))|J|dudvdw

(7.27)
abil.

7.10 Kolmekordne integraal silinderkoordinaatides

Olgu antud zyz-koordinaadistikus punkt P(x,y, z). Téahistame selle punkti
projektsiooni xy-tasandile P’. Tdhistame punkti P’ kaugust koordinaatide
alguspunktist ¢ ja 16igu P’O ning x-telje vahelist nurka . Suurustel ¢ ja o
on sama tdhendus, mis tasandilisel juhul polaarkoordinaatidel.

Definitsioon. Punkti P silinderkoordinaatideks nimetatakse suurusi ¢,
0ja z.

Et ¢-1 ja -1 on sama tdhendus, mis polaarkoordinaatidel ja kolmanda
koordinaadiga teisendust ei tehta, on iilemineku valemiteks ristkoordinaati-
delt silinderkoordinaatidele

T = pcosy
y = osing (7.28)
z=2z.
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Joonis 7.14. Punkti P silinderkoordinaadid ¢, ¢ ja z

Leiame muutuja vahetuse jakobiaani iileminekul ristkoordinaatidelt silin-
derkoordinaatidele. Arvutuseeskirja (7.26) jargi

/ / /
e Yo %
J = xlg ylg Z/g .

Muutuja 2 ei soltu muutujatest ¢ ja o, seega pr =0 ja zé = 0. Muutujad =
ja y ei soltu muutujast z, st 2, = 0 ja y. = 0. Jérelikult

—osingp pcosp 0
J =1 cosyp sinp 0].
0 0 1

Arendades saadud determinanti viimase rea voi viimase veeru jéirgi, saame

_|—osing ocosp| .o 2
J—‘ cos & sin '— 0sin” o — pcos” ¢ 0.
Arvestades sellega, et p téhistab kaugust, on |J| = p.
_ Téhistagu V' piirkonnale V' vastavat piirkonda silinderkoordinaatides.
Uldise muutuja vahetuse valemi (7.27) pohjal saame valemi tileminekuks kol-
mekordses integraalis ristkoordinaatidelt silinderkoordinaatidele

/V// f(x,y, 2)drdydz = /V// flocos, osin, z)odpdodz (7.29)

Naide. Arvutame silinderkoordinaatide abil kolmekordse integraali

2 V2r—x2 a
/dq; / dy/zx/xQ—i-yZdz.
0 0 0
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Integreerimispiirkond on méiratud ristkoordinaadistikus vorratustega 0 <
<2 0<y<+V2r—22ja0<z<a, st piiratud tasanditega =z = 0, = = 2,
y =0, z =0 ja z = a ning silindriga y = v/2x — x2. Silindri moodustaja on
z-teljega paralleelne ja projektsioon zy-tasandil poolringjoon y = v/2x — z2.
See on iilemine pool ringjoonest y?> = 2z — z? ehk 2? — 2z + y? = 0,
(x — 1)* + y? = 1, st ringjoonest keskpunktiga (1;0) ja raadiusega 1.

4

/

U

/

T

Joonis 7.15. Néite integreerimispiirkond

Teisendame valemite (7.28) abil antud kolmekordse integraali silinder-
koordinaatidesse. Joonisel oleva poolsilindri moodustumiseks peab nurk ¢

T
muutuma 16igul 0 < ¢ < 5 Teisendades silindri vorrandi 22 + y? = 2x silin-
derkoordinaatidesse, saame 0% cos? ¢ + ¢%sin? ¢ = 2pcosy ehk o = 2cos .
Jarelikult kaugus 0 < p < 2cosp. Kolmanda koordinaadiga teisendust ei
toimu, seega endiselt 0 < z < a.

Integreeritav funktsioon on silinderkoordinaatides

Z\/Q2 cos? p + p2sin? p = zp

ja antud kolmekordne integraal on parast teisendamist silinderkoordinaati-
desse

2 2x—x2 a g 2 cos p a
/dx / dy/z\/:vQ—l—y?dz:/d(p / dg/zg-gdz.
0 0 0 0 0 0

Integreerime muutuja z jargi

a

2
/zg2dz = 92%

0

a_ a2
B 2
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Seejarel integreerime muutuja p jargi

2cosp

a’ 9 a? 037 442 cos? ®
> o'do = -+ =
2 2 3, 3
0
Lopuks integreerime nurga ¢ jargi
1 | 1 | 4a® inp\ |2 8a?
2
% cos® pdyp = % (1—sin® p)d(sin @) = % <sin<p - s1n3 90) ‘0 = %.
0 0

7.11 Kolmekordne integraal sfadrkoordinaatides

Olgu antud ristkoordinaadistikus iiks punkt P(x,y, z). Tdhistame P projekt-
siooni zy-tasandil P’. Tahistagu ¢ punkti P’ ja koordinaatide alguspunkti
vahelise sirgloigu ja z-telje vahelist nurka, # punkti P ja koordinaatide al-
guspunkti vahelise sirgldigu ja z-telje vahelist nurka ning r punkti P kaugust
koordinaatide alguspunktist.

Joonis 7.16. Punkti P sfiarkoordinaadid ¢, 6 ja r

Joonisel 7.16 on punkt P valitud nii, et selle koordinaadid on koéik posi-
tiitvsed. Punkti abstsiss x on 16igu OR pikkus, ordinaat y 16igu RP’ pikkus
ja aplikaat z loigu OQ pikkus.

Taisnurksest kolmnurgast OQ P saame, et

P
sinf = Q—
r
ja
cosf = i
r

Et OP" = QP, siis esimesest seosest OP’ = rsinf. Teisest z = r cosf.
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Taisnurksest kolmnurgast ORP’ saame

sin ¢ = Y
eI
millest y = OP’sin g, ja
x
COS @ = W,

millest © = OP’ cos . Asendades O P’ koordinaatide x ja y avaldistesse saa-
me iilemineku valemid ristkoordinaatidelt sfairkoordinaatidele

X = 1 cos psin 6
y =rsingsind (7.30)
z =rcosf.

Leiame muutuja vahetuse jakobiaani {ileminekul ristkoordinaatidelt sfadrkoordinaatidele.
Arvutuseeskirja (7.26) jargi

b : . .
Ty, Y, Z, —rsingsing r cos p sin 0 0.

J=\|zy yy zy| =|rcospcosf rsinpcosd —rsind
.y 2l cospsinf  sinpsinf  cosf

Determinandi arendus
J = —r?sin? @ sin 0 cos® —r? cos? @ sin® H—r? sin? @ sin® —1? cos? ¢ sin § cos? 6.
Liites omavahel 1. ja 4. ning 2. ja 3. liikkme, saame

J = —r?sinfcos®O(sin? ¢ + cos® @) — r?sin® f(cos? p + sin? )

= —r?sinf(cos®f + sin? ) = —r?sind

Stadrkoordinaatides on 6 nurk, mida moodetakse z-telje suhtes, seega 0 <
0 < m. Siis sinf > 0 ja jakobiaani absoluutvaartus

|J| = r*sin.

Téhistagu V' piirkonnale V' vastavat piirkonda sfaarkoordinaatides. Muu-
tuja vahetuse valemist (7.27) saame kolmekordse integraali teisendamise va-
lemi sfadrkoordinaatidesse

/// f(z,y, z)dxdydz = ///f(r cos @ sin @, rsin psin @, r cos §)r? sin Odpdddr.
1% %

(7.31)
Edasi tuleb arvutamiseks méédrata rajad sfiadrkoordinaatide jaoks.
Stiadrkoordinaate kasutatakse kolmekordse integraali arvutamiseks eelkoige
juhul, kui integreerimispiirkond on piiratud sfaéri voi selle osaga, st integree-
rimispiirkonnaks on kera v6i mingi kera osa.
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Naiide. Teisendame sfiddrkoordinaatidesse kolmekordse integraali

/ / / Fo,y, 2)dzdyd>

ja midrame rajad sfadrkoordinaatides, kui V on sfiiridega 2% + 12 + 2% = R?
ja 2% 4+ y? + 22 = 2Rz piiratud kerade iihisosa.

Teise sfiiiri vorrand on teisendatav vorduseks 22 + y? + (z — R)? = R?,
st selle sfdéri keskpunkt B(0;0; R) on z-teljel.

AR

Joonis 7.17. Kerade iihisosa

Kahe kera iihisosa on poordkeha, mille pdorlemisteljeks z-telg. Seega nurk
@ teeb taispoorde, st 0 < ¢ < 27. Kauguse muutumise parast tuleb piirkond
kaheks jaotada. Esimeses piirkonnas nurk 6 poéordub asendist OB asendis-
se OA. Sellisel juhul kaugus muutub koordinaatide alguspunktist sfaérini,
mille keskpunkt on koordinaatide alguspunktis. Teises piirkonnas nurk 6
poordub asendist O A y-teljeni. Siis kaugus muutub koordinaatide alguspunk-
tist sfadrini, mille keskpunktiks on B(0;0; R) , st sfiéirini 2 +y? + 2% = 2Rz.

Esimeses piirkonnas 0 < 6 < T ja sfddri, mille keskpunkt on koordina-

tide alguses, koik punktid on koordinaatide alguspunktist sfdédri raadiuse R
kaugusel. Seega esimeses piirkonnas

0<p

IN
Do
)

IA
S
IA

0
0

AN
0 owl

r

IN

Tulemuse, et sfiiiri 22 + 3% + 22 = R? vorrand sfisirkoordinaatides on r = R,
saaksime ka, kui asendaksime z, y ja z valemite (7.30) abil.
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Teises piirkonnas 6 poordub asendist OA y-teljeni, st g <6< g Sel

juhul kaugus muutub 0-st kuni sfaérini, mille keskpunkt on punktis B. Asen-
dades selle sfiiri vorrandisse 22 + y? + 22 = 2Rz muutujad z, y ja z valemite
(7.30) abil, saame

r? cos? psin® @ + r? sin? psin® @ 4 r? cos® = 2Rr cos

ehk
2 sin’ f(cos® ¢ + sin® ) + r? cos® § = 2Rr cos
st
72 (sin? § 4 cos? §) = 2Rr cos 6
millest

r2 = 2Rr cos 6

ja parast r-ga jagamist saame sfiadri keskpunktiga B vorrandiks sfadrkoordinaatides
r=2Rcosf

Jarelikult on teine piirkond kirjeldatav tingimustega

0<p<2r
s T
— Q< —
3 72

0<r<2Rcosf

ja antud kolmekordne integraal sfairkoordinaatides on
3 R

2
/// f(z,y, 2)dxdydz = /dap/ale/f(rcosgosin@,T’Sincpsinﬁ,7"(3089)7’2 sin @dr +
v 0 0 0

21 2R cos 6
+ /dgo/d@ / f(rcos @sin @, rsin psin 6, r cos §)r? sin fdr
0 z 0

Wl

Lopuks arvutame valemi (7.23) abil néites vaadeldud kahe kera iihisosa
ruumala

™

b 2R cosf

27 % R 27
V:///dxdydz:/dgp/d@/rQSinﬁdr—i—/d@/d@ / 72 sin dr
v 0 0 0 0

z 0
Alustame esimesest liidetavast. Koigepealt integreerime muutuja r jirgi
R

3
/r2 sinfdr = sinf - 3

0

R 3
= —sinf
3

0
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seejérel 0 jargi

ja siis @ jargi

/—dw— %

Integreerime teises liidetavas r jargi

2R cos 0 IR cos 6 3

= 5 sin 6 cos® 6

3

r?sinOdr = sin 6 - 3

0

teiseks 0 jargi

N

3 3
/ L sin 6 cos® 0df = —% cos® Od(cos 0)

ol

(VB

_8_R3 cos* @

s 1w
3 4

T3 ( _16~4)*2_4

s
3

ja kolmandaks ¢ jargi

2 B 7TR3
12

0

Liites tulemused, saame kahe kera iihisosa ruumala

TR3 N TR3 _ 5mR3
3 12 12
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